
3 連鎖律と平均値定理（2019-10-10）

問題 1 次の問いに答えよ．
(a) 関数 F : R3 → R2 を次で定める：F = (f1, f2)（fi : R3 → R）とおくとき f1(x1, x2, x3) = x1x2 + x3，
f2(x1, x2, x3) = x1 − x2x3．このとき F のヤコビ行列 F ′ を求めよ．
(b) x = r sin θ，y = r cos θ のとき関数 (r, θ)

F#−→ (x, y)のヤコビ行列 F ′ とその行列式 detF ′ を求めよ．

問題 2 連鎖律を用いて次の問いに答えよ．
(a) 関数 z = exp(x2 − y2)の変数 x, y は，変数 tの関数としてそれぞれ x = t+ 1，y = t2 により与えられて
いるとする．このとき導関数 dz

dt を tの関数として表せ．
(b) 関数 w = z sin(xy)の変数 x, y, z は，変数 u, v の関数としてそれぞれ x = u+ v，y = uv，z = 1

v により
与えられているとする．このとき偏導関数 ∂w

∂u ,
∂w
∂v を u, v の関数として表せ．

問題 3 関数 z = f(x, y) は変数 x, y に関して偏微分可能であり偏導関数 fx, fy は連続とする．x = r cos θ,

y = r sin θとおいて zを変数 r, θの関数とみなす．偏導関数 ∂z
∂r ,

∂z
∂θ を fx, fy を用いて r, θの関数として表せ．

問題 4 行列 P,Q ∈ Rn×n は各 i, j = 1, . . . , n に対して |qi,j − pi,j | ≤ ε ≤ 1 を満たすとする．ただし
pi,j , qi,j はそれぞれ P,Qの第 (i, j)成分である．このとき nと P の成分のみに依る定数M ≥ 0が存在して
|detQ− detP | ≤ Mεが成り立つことを示せ．

問題 5 この問題では Rn の点を縦ベクトルで表す．Rn に値をとる開集合 A ⊂ Rn 上の関数 F (x) =(
f1(x)

...
fn(x)

)
を考える．ただし x =

(
x1

...
xn

)
．各 fi : A → Rは A上全変数に関して偏微分可能で，偏導関数 ∂fi

∂xj

（i, j = 1, . . . , n）は全て A上連続とする．任意の点 c1, . . . , cn ∈ Aに対して行列 J(c1, . . . , cn) ∈ Rn×n を

J(c1, . . . , cn) :=

(
∂fi
∂xj

(ci)

)

i,j=1,...,n

=

⎛
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により定める．
(a) U ⊂ Aを n次元球とする．任意の相異なる 2点 x1,x2 ∈ U に対して，次を満たす点 c1, . . . , cn ∈ U が
存在することを（平均値定理を用いて）示せ：F (x1)− F (x2) = J(c1, . . . , cn)(x1 − x2)．
(b) F のヤコビ行列 F ′は点 a ∈ Aで正則とする．すなわち（F ′(a) = J(a, . . . ,a)より）det J(a, . . . ,a) ̸= 0．
このとき次を満たす δ > 0が存在することを示せ：任意の点 c1, . . . , cn ∈ Uδ(a)に対して det J(c1, . . . , cn) ̸=
0．
(c) この aと δ に関して F は Uδ(a)上単射であることを示せ．すなわち任意の相異なる 2点 x1,x2 ∈ Uδ(a)

に対して F (x1) ̸= F (x2)が成り立つことを示せ．



解答例（第 3回）

問題 1 (a) F ′ =

(
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f1
∂x3

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

∂f2
∂x3

)
=
(
x2 x1 1
1 −x3 −x2

)
．

(b) F ′ =
( ∂x

∂r
∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
=
(
sin θ r cos θ
cos θ −r sin θ

)
，detF ′ = −r(cos2 θ + sin2 θ) = −r．

問題 2 (a) dz
dt = ∂z

∂x
dx
dt + ∂z

∂y
dy
dt = 2(xdx

dt − y dy
dt ) exp(x

2 − y2) = 2(1 + t− 2t3) exp(1 + 2t+ t2 − t4)．
(b) ∂w

∂u = ∂w
∂x

∂x
∂u + ∂w

∂y
∂y
∂u + ∂w

∂z
∂z
∂u = z cos(xy)(y ∂x∂u + x ∂y∂u ) + sin(xy) ∂z∂u = (2u+ v) cos{uv(u+ v)}，∂w

∂v =
∂w
∂x

∂x
∂v +

∂w
∂y

∂y
∂v +

∂w
∂z

∂z
∂v = z cos(xy)(y ∂x∂v +x∂y∂v )+sin(xy)∂z∂v = (2u+ u2

v ) cos{uv(u+v)}− 1
v2 sin{uv(u+v)}．

問題 3 ∂z
∂r = ∂z

∂x
∂x
∂r + ∂z

∂y
∂y
∂r = fx(x, y)

∂x
∂r + fy(x, y)

∂y
∂r = fx(r cos θ, r sin θ) cos θ + fy(r cos θ, r sin θ) sin θ，

∂z
∂θ = ∂z

∂x
∂x
∂θ + ∂z

∂y
∂y
∂θ = fx(x, y)

∂x
∂θ + fy(x, y)

∂y
∂θ = r{fy(r cos θ, r sin θ) cos θ − fx(r cos θ, r sin θ) sin θ}．

問題 4 p̄ := maxi,j |pi,j |および ri,j = qi,j − pi,j とおく．このとき |pi,j | ≤ p̄および |ri,j | ≤ ε ≤ 1より，任
意の {1, . . . , n}上の置換 σに対して |

∏n
i=1 qi,σ(i) −

∏n
i=1 pi,σ(i)| = |

∏n
i=1(pi,σ(i) + ri,σ(i))−

∏n
i=1 pi,σ(i)| ≤∑n

k=1

(n
k

)
εkp̄n−k ≤ ε

∑n
k=1

(n
k

)
p̄n−k = ε{(p̄ + 1)n − p̄n}．ゆえに |detQ− detP | ≤

∑
σ |
∏n

i=1 qi,σ(i) −∏n
i=1 pi,σ(i)| ≤ ε · n!{(p̄+ 1)n − p̄n}．

問題 5 (a) 相異なる 2 点 x1,x2 ∈ U を任意にとる．各 fi に対して平均値定理より fi(x1) − fi(x2) =
∑n

j=1
∂fi
∂xj

(ci)(x1,j − x2,j) = ( ∂fi∂x1
(ci), . . . ,

∂fi
∂xn

(ci))(x1 − x2) を満たす点 ci が x1,x2 を端点とする線分上
に存在する．ただし xi = (xi,1, . . . , xi,n)T．この線分は n次元球 U に含まれるので ci ∈ U である．この等
式を i = 1, . . . , nに関してまとめると F (x1)− F (x2) = J(c1, . . . , cn)(x1 − x2)を得る．
(b) 偏導関数 ∂fi

∂xj
は A 上連続なので，任意の 0 < ε ≤ 1 に対して次を満たす δi,j > 0 が存在する：任意

の点 x ∈ Uδi,j (a) に対して | ∂fi∂xj
(x) − ∂fi

∂xj
(a)| ≤ ε．特に δ := mini,j δi,j とすれば任意の点 x ∈ Uδ(a) に

対して，すべての i, j = 1, . . . , n に対して | ∂fi∂xj
(x) − ∂fi

∂xj
(a)| ≤ ε．従ってこの δ に関しては，任意の点

c1, . . . , cn ∈ Uδ(a)に対して行列 J(c1, . . . , cn)と J(a, . . . ,a)の各成分の差は ε以下なので，問題 4より n

と J(a, . . . ,a)のみに依る定数M ≥ 0が存在して det J(c1, . . . , cn)と det J(a, . . . ,a)の差はMε以下にな
る．特にMε < |det J(a, . . . ,a)|ならば両者は同符号．特にこの不等式を満たす εから得られる δ は問題の
要件を満たす．
(c) 相異なる 2点 x1,x2 ∈ Uδ(a)を任意にとる．このとき (a)より F (x1)−F (x2) = J(c1, . . . , cn)(x1−x2)

を満たす点 c1, . . . , cn ∈ Uδ(a)が存在する．今 F (x1) = F (x2)とすると (b)より行列 J(c1, . . . , cn)は正則
なので x1 − x2 = 0となり矛盾．ゆえに F (x1) ̸= F (x2)である．


