
11 積分 1（2019-07-04）
（有界閉）区間 [a, b]上で有界な関数 f および [a, b]の分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = bに対し
て，次の記法を定義なしで用いてよい：

P (∆) :=
n∑

k=1

pk(xk − xk−1), Q(∆) :=
n∑

k=1

qk(xk − xk−1); d(∆) := max
1≤k≤n

(xk − xk−1).

ただし pk := infx∈[xk−1,xk] f(x)，qk := supx∈[xk−1,xk] f(x)である．

問題 1 関数 f(x) = ex に関する積分
∫ 1
0 ex dx を区分求積により求める．区間 [0, 1] の分割 ∆n : 0 = x0 <

x1 < · · · < xn−1 < xn = 1を xk = k
n により定める．

(a) P (∆n)を求めよ．
(b) Q(∆n)− P (∆n)を求めよ．
(c) f は [0, 1]上積分可能である（すなわち

∫ 1
0 f(x) dx =

∫ 1
0 f(x) dx が成り立つ）ことを Darbouxの定理を

用いて示せ．
(d) 積分

∫ 1
0 ex dxを求めよ．

問題 2 関数 f は区間 [a, b] 上有界かつ積分可能とする．このとき任意の [a, b] の分割 ∆ : a = x0 < x1 <

· · · < xm−1 < xm = b に対して次の命題を証明する：f は各小区間 [xk−1, xk] 上積分可能で
∫ b
a f(x) dx =

∑m
k=1

∫ xk

xk−1
f(x) dxが成り立つ．次の（ア）～（シ）を埋めて証明を完成させよ．

(a) 各小区間 Ik := [xk−1, xk] および Ik の任意の分割 ∆k に対して，P (∆), Q(∆) の定義において [a, b] を
[xk−1, xk]に，∆を ∆k に替えたものをそれぞれ Pk(∆k), Qk(∆k)と表す．各小区間 Ik に対して Ik を n等
分する分割を∆k,n とおく．このとき d(∆k,n) =（ア）より limn→∞ d(∆k,n) = 0である．従って Darbouxの
定理より

∫ xk

xk−1
f(x) dx =（イ）および

∫ xk

xk−1
f(x) dx =（ウ）が成り立つ．

(b) 区間 [a, b]の分割 ∆n を ∆と ∆1,n, . . . ,∆m,n の分点をすべて併せてつくる．このとき d(∆n) =（エ）よ
り limn→∞ d(∆n) = 0である．従って Darbouxの定理より

∫ b
a f(x) dx =（オ）および

∫ b
a f(x) dx =（カ）が

成り立つ．
(c) 以上より等式（キ）=∑m

k=1 Pk(∆k,n)において両辺 n → ∞の極限をとると
∫ b

a
f(x) dx =

m∑

k=1

∫ xk

xk−1

f(x) dx (*)

を得る．同様に等式（ク）=
∑m

k=1 Qk(∆k,n) において両辺 n → ∞ の極限をとると
∫ b
a f(x) dx =

∑m
k=1

∫ xk

xk−1
f(x) dx を得る．ゆえに

∑m
k=1{

∫ xk

xk−1
f(x) dx−

∫ xk

xk−1
f(x) dx} =

∫ b
a f(x) dx−

∫ b
a f(x) dx =

（ケ）が成り立つ．ここで各 k に対して
∫ xk

xk−1
f(x) dx−

∫ xk

xk−1
f(x) dx ≥ （ケ）が成り立つので

∫ xk

xk−1
f(x) dx−

∫ xk

xk−1
f(x) dx =（コ）でなければならない．すなわち f は Ik = [xk−1, xk] 上積分可

能である．
(d) 仮定より f は [a, b] 上積分可能なので (*) の左辺の下積分は積分（サ）に等しい．また f は Ik 上積分
可能なので (*) の右辺に現れる下積分

∫ xk

xk−1
f(x) dx は積分（シ）に等しい．ゆえに (*) より

∫ b
a f(x) dx =



∑m
k=1

∫ xk

xk−1
f(x) dxが成り立つ．

問題 3 関数 f は区間 [a, b]上有界かつ積分可能とする．
(a) 任意の部分区間 [c, d] ⊂ [a, b]に対して

sup
x∈[c,d]

|f(x)|− inf
x∈[c,d]

|f(x)| ≤ sup
x∈[c,d]

f(x)− inf
x∈[c,d]

f(x)

が成り立つことを示せ．
(b) 関数 |f |は [a, b]上積分可能であること Darbouxの定理を用いてを示せ．
(c) |

∫ b
a f(x) dx | ≤

∫ b
a |f(x)| dxが成り立つことを示せ．

問題 4 関数 f は有界閉区間 I 上連続とする．次が成り立つとき f は I 上一様連続であるという：

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, x′ ∈ I s.t. |x− x′| < δ, |f(x)− f(x′)| < ε.

(a) f は I 上一様連続でないとする．このとき次を満たす ε > 0と I 上の数列 {xn}, {x′
n}が存在することを

示せ：任意の n = 1, 2, 3, . . . に対して |xn − x′
n| < 1

n かつ |f(xn)− f(x′
n)| ≥ ε．

(b) Bolzano–Weierstrassの定理を用いて f は I 上一様連続であることを示せ．



解答例（第 11回）

問題 1 (a) f は単調増加なので任意の区間 [c, d] 上 infx∈[c,d] f(x) = f(c)．従って P (∆n) =
∑n

k=1 f(xk−1)(xk − xk−1) =
1
n

∑n
k=1 e

k−1
n = 1

n
e−1

e
1
n −1
．

(b) f は単調増加なので任意の区間 [c, d]上 supx∈[c,d] f(x) = f(d)．従ってQ(∆n)−P (∆n) =
∑n

k=1{f(xk)−
f(xk−1)}(xk − xk−1) =

1
n{f(xn)− f(x0)} = e−1

n ．
(c) d(∆n) = 1

n
n→∞−−−−→ 0 なので Darboux の定理より

∫ 1
0 f(x) dx = limn→∞ P (∆n) かつ

∫ 1
0 f(x) dx =

limn→∞ Q(∆n)．従って (b)より
∫ 1
0 f(x) dx−

∫ 1
0 f(x) dx = limn→∞{Q(∆n) − P (∆n)} = limn→∞

e−1
n =

0．これより
∫ 1
0 f(x) dx =

∫ 1
0 f(x) dx が成り立つので f は [0, 1]上積分可能である．

(d) (c)より
∫ 1
0 ex dx =

∫ 1
0 ex dx = limn→∞ P (∆n) = limn→∞

1
n

e−1

e
1
n −1
．ここで e

1
n −1
1
n

= e
1
n −e0
1
n−0

は n → ∞
の極限で指数関数 y = ex の原点 x = 0での微分すなわち 1に収束するので，最後の極限は e − 1に等しい．
ゆえに

∫ 1
0 ex dx = e− 1である．

問題 2 （ア）xk−xk−1

n （イ）limn→∞ Pk(∆k,n)（ウ）limn→∞ Qk(∆k,n)（エ）d(∆)
n （オ）limn→∞ P (∆n)

（カ）limn→∞ Q(∆n) （キ）P (∆n) （ク）Q(∆n) （ケ）0 （コ）0 （サ）
∫ b
a f(x) dx （シ）

∫ xk

xk−1
f(x) dx

問題 3 (a) 不等式の左辺は supx,y∈[c,d] ||f(x)|− |f(y)||に，右辺は supx,y∈[c,d] |f(x)− f(y)|にそれぞれ等し
い．任意の p, q に対して ||p|− |q|| ≤ |p− q|が成り立つことから問題の不等式を得る．
(b) P (∆), Q(∆) の定義において f を |f | に替えたものをそれぞれ P ′(∆), Q′(∆) とおく．区間 [a, b] を
n 等分する分割を ∆n とおく．（d(∆n) = b−a

n
n→∞−−−−→ 0．）このとき (a) より 0 ≤ Q′(∆n) − P ′(∆n) ≤

Q(∆n) − P (∆n) が成り立つ．この不等式において n → ∞ の極限をとると Darboux の定理と仮定より
0 ≤

∫ b
a |f(x)| dx−

∫ b
a |f(x)| dx ≤

∫ b
a f(x) dx−

∫ b
a f(x) dx = 0．従って

∫ b
a |f(x)| dx =

∫ b
a |f(x)| dx すなわ

ち |f |は [a, b]上積分可能である．
(c) 絶対値の三角不等式 |p + q| ≤ |p| + |q| より |P (∆n)| ≤ P ′(∆n) が成り立つ．この不等式におい
て n → ∞ の極限をとると Darboux の定理と仮定より左辺の絶対値の中身は

∫ b
a f(x) dx =

∫ b
a f(x) dx

に収束する．また Darboux の定理と (b) より右辺は
∫ b
a |f(x)| dx =

∫ b
a |f(x)| dx に収束する．ゆえに

|
∫ b
a f(x) dx | ≤

∫ b
a |f(x)| dxが成り立つ．

問題 4 (a) f は I 上一様連続でないので次の命題が成り立つ：

∃ε > 0, ∀δ > 0, ∃x, x′ ∈ I s.t. |x− x′| < δ, |f(x)− f(x′)| ≥ ε.

特に次を満たす ε > 0 が存在する：任意の n = 1, 2, 3, . . . に対して |xn − x′
n| < 1

n を満たす xn, x′
n ∈ I で

|f(xn)− f(x′
n)| ≥ εを満たすものが存在する．従ってそのような xn, x′

n を並べた数列 {xn}, {x′
n}は εとと

もに問題の要件を満たす．
(b) 数列 {xn} は有界なので Bolzano–Weierstrass の定理より収束する部分列を含む．そこで部分列 {xkn}
（k1 < k2 < · · ·）は点 c に収束するとする．（I は閉集合なので c ∈ I である．）すると |xkn − x′

kn
| <

1
kn

≤ 1
n

n→∞−−−−→ 0 より {x′
n} の部分列 {x′

kn
} も同じ c に収束する．f は c ∈ I で連続なのでこれより

limn→∞ |f(xkn)− f(x′
kn
)| = |f(c)− f(c)| = 0．特にある nに関して |f(xkn)− f(x′

kn
)| < εとなり矛盾．


