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問題 1 次の積分を累次積分に直して求めよ．

(a)

∫

0≤x≤1
0≤y≤1

(1 + x+ y + xy) dx dy (b)

∫

0≤x≤π
−π

2 ≤y≤0

sin(x+ y) dx dy



問題 2 次の積分を累次積分に直して求めよ．

(a)

∫

0≤x≤y≤2
xy dx dy (b)

∫

0≤x≤1√
x≤y≤1

exp(y3) dx dy



問題 3 次の問いに答えよ.

(a) 次の積分を変数変換 s = x+ y，t = x− y を用いて求めよ．
∫

0≤x+y≤1
0≤x−y≤1

x dx dy

(b) 次の積分を極座標に変換して求めよ．
∫

y≥0
x2+y2≤a2

(x4 + x2y2) dx dy (a ≥ 0)



問題 4 集合 A = (0, 1]2 = {(x, y) ∈ R2; 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ 1}および A上の関数 f(x, y) = 1√
x+y

を考
える．
(a) f は A上有界でないことを示せ．
(b) Aの近似列 {Kk}k=1,2,3,... をひとつ挙げよ．ただし各Kk 上 f は有界であること．
(c) 積分 Ik =

∫
Kk

f dx dy を求めよ．
(d) 広義積分 I =

∫
A f dx dy =

∫
0<x≤1
0<y≤1

dx dy√
x+y

を求めよ．



問題 5 広義積分 I =
∫∞
−∞ e−x2

dxを考える．
(a) I2 =

∫
R2 e−x2−y2

dx dy を示せ．
(b) I を求めよ．



解答例（解析学 II-1：期末試験）

問題 1 求める積分を I とおく．
(a) I =

∫ 1
0 (
∫ 1
0 (1+x+y+xy) dy) dx．累次積分を計算する：(i)

∫ 1
0 (1+x+y+xy) dy = [(1+x)y+ (1+x)y2

2 ]y=1
y=0 =

3(1+x)
2 ．(ii)

∫ 1
0

3(1+x)
2 dx = 3

2 [x+ x2

2 ]x=1
x=0 = 3

2 × 3
2 = 9

4．これより I = 9
4．

(b) I =
∫ π
0 (
∫ 0
−π

2
sin(x + y) dy) dx．累次積分を計算する：(i)

∫ 0
−π

2
sin(x + y) dy = [− cos(x + y)]y=0

y=−π
2
=

− cosx+cos(x− π
2 ) = sinx− cosx．(ii)

∫ π
0 (sinx− cosx) dx = [− cosx− sinx]x=π

x=0 = 2．これより I = 2．

問題 2 求める積分を I とおく．
(a) I =

∫
0≤y≤2
0≤x≤y

xy dx dy =
∫ 2
0 (
∫ y
0 xy dx) dy．累次積分を計算する：(i)

∫ y
0 xy dx = [x

2y
2 ]x=y

x=0 = y3

2 ．(ii)

∫ 2
0

y3

2 dy = [y
4

8 ]y=2
y=0 = 2．これより I = 2．

(b) I =
∫
0≤y≤1
0≤x≤y2

exp(y3) dx dy =
∫ 1
0 (
∫ y2

0 exp(y3) dx) dy．累次積分を計算する：(i)
∫ y2

0 exp(y3) dx =

y2 exp(y3)．(ii)
∫ 1
0 y2 exp(y3) dy = [ exp(y

3)
3 ]y=1

y=0 = e−1
3 ．これより I = e−1

3

問題 3 求める積分を I，その積分範囲を Aとおく．
(a) s = x + y，t = x − y とおくとき関数 Ψ : (x, y) &→ (s, t) は ( st ) = Ψ(x, y) = ( 1 1

1 −1 )(
x
y ) に

より与えられる．Ψ は R2 上可逆であり逆関数 Φ = Ψ−1 は ( xy ) = Φ(x, y) = ( 1 1
1 −1 )

−1( st )．区間
B = [0, 1]2 に関して Φ(B) = A かつ Φ は B を含む R2 上（可逆なので）単射．またヤコビ行列 Φ′ =( ∂x

∂s
∂x
∂t

∂y
∂s

∂y
∂t

)
= ( 1 1

1 −1 )
−1 の行列式 detΦ′ = det( 1 1

1 −1 )
−1 = {det( 1 1

1 −1 )}−1 = − 1
2 は B 上非零．従っ

て I =
∫
A x dx dy =

∫
B x × |detΦ′| ds dt =

∫
0≤s≤1
0≤t≤1

s+t
2 × 1

2 ds dt =
∫
0≤s≤1
0≤t≤1

s
4 ds dt+

∫
0≤s≤1
0≤t≤1

t
4 ds dt =

2
∫
0≤s≤1
0≤t≤1

s
4 ds dt =

∫
0≤s≤1
0≤t≤1

s
2 ds dt =

∫ 1
0 (
∫ 1
0

s
2 dt) ds =

∫ 1
0

s
2 ds =

1
4．

(b) x = r cos θ，y = r sin θ とおくとき関数 Φ : (r, θ) &→ (x, y)は次を満たす：集合 B = [0, a]× [0,π]，N =

{(r, θ) ∈ B; r = 0} = {(0, θ) ∈ R2; θ ∈ [0,π]}およびM = Φ(N) = {(0, 0)} に関して Φ(B \N) = A \M
かつ Φは B \N 上単射．またヤコビ行列 Φ′ =

( ∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)
= ( cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ ) の行列式 detΦ′ = r は B \N 上
非零．しかも µ(M) = µ(N) = 0．従って I =

∫
A(x

4 + x2y2) dx dy =
∫
A\M (x4 + x2y2) dx dy =

∫
B\N (x4 +

x2y2)× |detΦ′| dr dθ =
∫
B(x

4 + x2y2)× |detΦ′| dr dθ =
∫
0≤r≤a
0≤θ≤π

r5 cos2 θ dr dθ =
∫ a
0 (
∫ π
0 r5 cos2 θ dθ) dr =

(
∫ a
0 r5 dr)(

∫ π
0 cos2 θ dθ) = (

∫ a
0 r5 dr)(

∫ π
0

1+cos 2θ
2 θ dθ) = a6

6 × π
2 = πa6

12 ．

問題 4 (a) A上の点列 (xk, yk) = ( 1k ,
1
k )（k = 1, 2, 3, . . .）に関して limk→∞ f(xk, yk) = limx→∞

√
k
2 = ∞．

これより f は A上有界でない．
(b) 例えばKk = [ 1k , 1]

2．
(c) Ik =

∫
[ 1k ,1]2

dx dy√
x+y

=
∫ 1

1
k
(
∫ 1

1
k

dy√
x+y

) dx．累次積分を計算する：(i)
∫ 1

1
k

dy√
x+y

= [2
√
x+ y]y=1

y= 1
k
= 2(

√
x+ 1−

√
x+ 1

k )．(ii)
∫ 1

1
k
2(
√
x+ 1−

√
x+ 1

k ) dx = [ 43{(x+1)
3
2 − (x+ 1

k )
3
2 ]x=1

x= 1
k
= 4

3{2
√
2− 2(1+ 1

k )
3
2 + ( 2k )

3
2 }．

これより Ik = 4
3{2

√
2− 2(1 + 1

k )
3
2 + ( 2k )

3
2 }．

(d) （区間 Aは可測で f は A上連続かつ非負なので）I = limk→∞ Ik = 8(
√
2−1)
3 ．

問題 5 f(x) = e−x2 および g(x, y) = e−x2−y2

= f(x)f(y)とおく．
(a) 広義積分 I の積分範囲 Rの近似列として区間 Ak = [−k, k]（k = 1, 2, 3, . . .）をとり積分 Ik =

∫
Ak

f dx



を考える．このとき（f は R 上連続かつ非負なので）I = limk→∞ Ik．広義積分 J =
∫
R2 g dx dy の積

分範囲 R2 の近似列として区間 Bk = A2
k = [−k, k]2（k = 1, 2, 3, . . .）をとり積分 Jk =

∫
Bk

g dx dy を
考える．このとき（g は R2 上連続かつ非負なので）J = limk→∞ Jk．また Jk =

∫
A2

k
f(x)f(y) dx dy =

(
∫
Ak

f(x) dx)(
∫
Ak

f(y) dy) = I2k．以上より J = limk→∞ Jk = limk→∞ I2k = I2．
(b)広義積分 J の積分範囲R2の近似列として円盤A′

k = {(x, y) ∈ R2; x2+y2 ≤ k2}（k = 1, 2, 3, . . .）をとり
積分 J ′

k =
∫
A′

k
g dx dy =

∫
x2+y2≤k2 e−x2−y2

dx dy を考える．x = r cos θ，y = r sin θ とおいて極座標に変換

すると J ′
k =

∫
0≤r≤k
0≤θ≤2π

re−r2 dr dθ = (
∫ k
0 re−r2 dr)(

∫ 2π
0 1 dθ) = 2π[− e−r2

2 ]r=k
r=0 = 2π× 1−e−k2

2 = π(1−e−k2

)．

これより（g は R2 上連続かつ非負なので）J = limk→∞ J ′
k = π．従って (a)より I2 = J = π．今 f は R上

非負なので I ≥ 0．ゆえに I =
√
π．


